TS - 13- Probabilités (1) - Exercices en classeCorrigé

Exercice 1 (Extrait de métropole, juin 2010 - 4 points)

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple (QCM).

Pour chaque question, trois réponses sont proposees, uhees exacte et a déterminer et a justifier.

1. Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : T Blamches et 3 sont noires. On tire simultanément
3 boules de I'urne. La probabilité de tirer 2 boules blancleé4 boule noire est égale a

21 7 6 1 7 7 1
- — .- — X — X — .- — M — X —

40 10 9 3 10 10 3

Avec des combinaisons : on cherche la probabilité de tirends blanches et 1 boule noire.

ilya ( ) ( ) %6 X 6 .3-63 fagons de choisir les 2 boules blanches et la boule noire.
Il y a ( 10) 10X 9 x 8 = 120 facons de choisir 3 boules parmi 10.

_ 21
120 20 Ainsi Ia probablllte cherchée est e%

Avec un arbre pondéré et des probabilités conditionnelles boules sont indiscernables au toucher.
Chaque boule de I'urne est tirée avec la méme probabilitégieddamment de sa couleur).

On choisit la loi équirépartie et on a alors, pour tout évéeah deQ : p(A) = %rg(,g\_

On considére que I'on fait 3 tirages successifs sans retus@/érs change de cardinal a chaque tirage).
La probabilité de tirer une boule blanche au ler tirage esi%iesuccés et une boule noire est d%(écheo.

On a ensuite des probabilités conditionnelles.

Les issues qui réalisent "2 boules blanches et 1 boule nairété tirées" sontB;B,N3, B1N2B3s, N1B,B3 donc la
probabilité cherchée est déterminée par :

7 .6,3,7,.3,6.3.7.,6_21 A ,
10708 1098717059 %8~ 40 A|n5|Iaprobabllltechercheeeste%.

La bonne réponse est donc la premiére proposgition .

2. De la méme urne, on tire une boule, on note sa couleur, on l@treilans I'urne ; on procede ainsi a 5 tirages
successifs avec remise. La probabilité d’avoir obtenu 3dmnoires et 2 boules blanches est égale a

33, 72 s (3 (T o (8 B 72
- (2] s [G)x|—]| =
227110/

105 2)* (5] *(19)

En utilisant la loi binomiale. Pour chaque tirage, on a ee@ent deux issues :

> B représentant le succes, de probabjité 170

> N représentant 'échec
Elle est assimilable & une épreuve de Bernoulli de pararpetre
On répéte 5 fois de maniéidentique etindépendantecette épreuve et on effectue donc un schéma de Bernoulli

de parametres = 5 etp = 170
Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de succes de éenschlors
X suit la loi binomiale de paramétres= 5 etp = 170 .

Alors la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 3 bouleiges est déterminée par :

-1-



PX=2)= (g)pz(l -p)d = (g) X (%) ’ X (%)3 la bonne réponse est donc la troisieme proposition .

3. De laméme urne, on tire une seule boule. Si elle est blanchienae un dé cubique (dont les faces sont
numérotées de 1 a 6). Si la boule est noire, on lance un déédftigue (dont les faces sont numeérotées de 1 a 4).
On suppose les dés bien équilibrés. Le joueur gagne s’ienbte numéro 1.

Sachant que le joueur a gagné, la probabilité qu’il ait tirdauboule blanche est égale a

i 14 -

60 23

I =
Sl —

= | =

o + b

2

[

On peut modéliser la situation par un arbre ayant deux géoésale branches.

La premiere génération contient 2 branchHgsgondérée pacrll0 etN = B, pondérée parl%),
la deuxieme génération contient 6 branches si raccordBepandérées paé et 4 branches si raccordées®
pondérées p&% (les dés étant bien équilibrés, on choisit la loi équiréparSoitG I'évenement "le joueur gagne™.

Bet B forment une partition de 'univers dote = (BN G) U (E N G).

disjointe

D’apreés la formule des probabilités totales :
e 3 _ 23

P(G) = p(BNG) + D(E N G) pe(G) x p(B) + p5(G) x p(E) - % x5 + % xS - 2

1.7
_pBNG) _peG)xpB) _ 6 70 _ 14
On cherches(B) = oG) o(G) = 2230 =23
1

La bonne réponse est donc la deuxieme proposition .

Exercice 2(La Réunion, juin 2010 - 4 points)

Calculs de probabilités - Indépendance - Probabilitésitondelles - Formule des probabilités totales

Dans cet exercice, tous les résultats seront donnés somefde fractions irréductibles.

Partie |

On dispose d’'un dé cubique A parfaitement équilibré possaaize face verte, deux faces noires et trois faces rouges.
Un jeu consiste a lancer deux fois de suite et de maniére erdignte ce dé. On note a chaque lancer la couleur de la

face obtenue.
1. Calculer la probabilité pour gu’a I'issue d’un jeu, les dewacés obtenues soient de couleurs différentes.
2. ATissue d’'un jeu, sachant que les deux faces obtenues sdatrdéme couleur, quelle est la probabilité pour
gue les deux faces obtenues soient vertes ?
Partie Il
On dispose d’'un second dé cubique B équilibré présentariteteces vertes et deux faces noires. Le nouveau jeu se
déroule de la maniere suivante : on lance le dé B ;
* si la face obtenue est verte, on lance a nouveau le dé B et erlanobuleur de la face obtenue ;
« si la face obtenue est noire, on lance le dé A et on note la nodlke la face obtenue.

a. Construire un arbre de probabilités traduisant cette sitoat
b. Quelle est la probabilité d’obtenir une face verte au demadancer, sachant que I'on a obtenu une face
verte au premier lancer ?
4

2. Montrer que la probabilité d’obtenir deux faces vertes egtlé 36.

3. Quelle est la probabilité d’obtenir une face verte au demeadancer ?

Partie |

1. Calculer la probabilité pour gu’'a I'issue d’un jeu, les delwacés obtenues soient noires.
Comme le dé est équilibré alors on est dans une situtationigédpabilité.

Pour un lancer, la probabilité d’obtenir une face noire eﬂbd% = %

Comme les deux lancers sont indépendants, la probabilitequoa I'issue d’un jeu, les deux faces obtenues soient

- 1.1 _[1
noires est§ X 3 9




2. SoitI'évenement C : « a lissue d’un jeu, les deux faces algsisont de la méme couleur ».Démontrer que la
probabilité de 'événement C est égalel% De méme, la probabilité que les deux faces obtenues soiggesaest

3,3_1 ilité i 1_ 1
%6 "1 et la probabilité que les deux faces obtenues soient vesteé &% =35
1,1 7

Comme ces événements sont incompatibles aliEs = % t1t36 = |18 |

3. L’évenement "les deux faces obtenues sont de couleursatiffs" est I'événement contraire de "les deux faces
sont de la méme couleur".

Sa probabilté esp( C ) = 1-p(C) 5 1%

4. SoitD I'évenement "les deux faces obtenues sont vertes".

1
_bhC€ND) _pdD) _ 36 _| 1 _
Pc(D) = oC)  ~pC) ~ L |14 (P(CND) = p(D) carD < C)

18
Partie Il
1. a
_R
1 Nz N
2 N
3 V=
2 —V
b. pu(V2) 5 §
2. p(ViNVz) = pv,(V2) xp(V1) = 2 x 2 = | &
3 3 9
3. Vi etN; forment une partition de l'univers donc, d’aprés la formiliss probabilités totales :

P(V2) = P(V2 V1) + P(V2 NND) = Puy(V2) x (V1) + Py (V2) x p(N) = S x S+ & x 2 =

N

Exercice 3(amérique du Sud, nov. 2009- 4 points)

On considére un questionnaire comportant cing questiooar EBhacune des cing questions poseées, trois propositions
de réponses sont faites (A, B et C), une seule d’entre ellas@tacte. Un candidat répond a toutes les questions posé:
en écrivant un mot réponse de cinq lettres.
Par exemple, le mot «cBBAAC» signifie que le candidat a répdhdux premiére et deuxiéme questions, A aux
troisiéme et quatrieme questions et C a la cinquieme questio
1. a. Combien y-a-t'il de mots-réponses possible a ce questioafiai

On compte le nombre de-5listesordonnées avec répétition de 3 éléments. Il y en®a= 243

b. On suppose que le candidat répond au hasard a chacune degw#sgions de ce questionnaire.

Calculer la probabilité des événements suivants :

E : « le candidat a exactement une réponse exacte ». F : « leidainala aucune réponse exacte ».

G : « le mot-réponse du candidat est un palindrome » (On peégisun palindrome est un mot pouvant se

lire indifferemment de gauche a droite ou de droite a gaugbar :.exemple, <cBACAB» est un palindrome).

On choisit la loi équirépartierA < Q, on a alordP(A) = %r&'g‘.

» On compte le nombre de facons de placer les 4 mauvaises ssp@shoix possibles) dans le
guestionnairée il s’agit de compter les 4 listesordonnées avec répétition de 2 éléments puis on tient
compte de la position de la bonne réponse donc on a 5 fois plpsskibilités :

CardE= 2% x5 = 80. Ainsi| p(E) = 28703 .

Remarque : on peut aussi traiter cette question ainsi queilemges en faisant intervenir la loi binomiale (il
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y a deux issues a chaque expérience : la réponse est bonneleaised.
» On compte le nombre de fagons de placer les 5 mauvaises ssp@shoix possibles) dans le

guestionnairée il s’agit de compter les 5 listesordonnées avec répétition de 2 éléments :

5 _ 32
CardF = 2° = 32. Ainsi|p(F) = 543 |

» On compte le nombre de fagons de placer les 3 premieres|ddsesuivantes étant déterminées par
symeétrieie il s’agit de compter les 3 listesordonnées avec répétition de 3 éléments :

3 _ 27
CardG = 3° = 27. Ainsi|p(G) = 543 |

2. Un professeur décide de soumettre ce questionnaire a&eéeves en leur demandant de répondre au hasard a
chacune des cing questions de ce questionnaire.

On désigne par X le nombre d’éléves dont le mot-réponse npaderaucune réponse exacte.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit la loi binomiale garamétres = 28et p = %

On assimile chaque mot-réponse des 28 éleves a un tiragessif@vec remise (deux éléves peuvent
proposer le méme mot-réponse) ayant exactement deux issues

F "le candidat n’a aucune réponse exacte" représentant¢éésude probabilitp = 23423 et F "au moins

une réponse est exacte” (a faire dire !') représentantd@dbe tirage est assimilable a une épreuve de
Bernoulli de paramétrp. On répéte 28 fois de manieigentique etindépendantecette épreuve et on
effectue donc un schéma de Bernoulli de paramétre28 etp = X est la variable aléatoire qui

243"

compte le nombre de succes de ce schéma |dsait la loi binomiale de paramétres= 5 etp = 170 .

b. Calculer la probabilité, arrondie 4072, qu'au plus un éléve n’ait fourni que des réponses fausses.
Il s’agit de calculep(X < 1) = p(X=0)+p(X =1)

. 28 0 28 28 27 _ 27
p(XSl)—< . )p(l—p) +< 1) 1-p)? = (1- 2% "+ 28 s (155

doncp(x < 1) = (1--32 “ | 08x 32 (1- 243) doncp(X < 1) ~ 0.10

243 243
La probabilité, arrondie a 18, qu’'au plus un éléve n’ait fourni que des réponses fausseteewiron 0,17 .

Exercice 4(La réunion, sept 2010- 4 points)

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple (QCM).

Pour chaque question une seule des quatre propositionsastee Le candidat portera sur la copie, sans justification
le numéro de la question et la réponse choisie. Il est at&ibn point si la réponse est exacte, aucun point n’est enlevée
pour une réponse inexacte ou une absence de réponse.

Luc tire au hasard un jeton dans une urne contenant quatomgetouges et deux jetons bleus.

« Si le jeton tiré est bleu. Luc gagne et le jeu s’arréte ; sirgams remettre dans I'urne le premier jeton tiré, il tire au
hasard un deuxiéme jeton dans l'urne.

» Si le deuxieme jeton tiré est bleu, Luc gagne et le jeu s’aryéinon, sans remettre dans l'urne les deux jetons
précédents, il tire au hasard un troisieme jeton dans I'urne

» Si le troisiéme jeton est bleu, Luc gagne et le jeu s’arréiagrs, le jeu s’arréte et Luc a perdu.

[sp] 1=
-
-
#=lra / \Hm
wu}

]|

1. La probabilité que Luc gagne a ce jeu a l'issue du deuxienagérest :



1

“15

2. La probabilité que Luc gagne a ce jeu a l'issue du troisiemeagye est :

9 2 n 4
5 15 15
La probabilité que Luc gagne a ce jeu a l'issue du deuxieragdiest % X % = 1i5
1 2 1
2 15 9

[ ]
] =i

La probabilité que Luc gagne a ce jeu a l'issue du troisieragei est 4,352 %

6 5 4

3. La probabilité que Luc gagne a ce jeu aprés avoir effectué amsdeux tirages est :

3 4 7 1
3 15 15 3
La probabilité que Luc gagne a ce jeu aprés avoir effectuéamsneux tirages estli5 + % = 115

4. La probabilité que Luc gagne a ce jeu, sachant qu’il a obtenyetion rouge au premier tirage est :

-
10

7 11
15 15

[ ]
[4=1 Wiy

La probabilité que Luc gagne a ce jeu, sachant qu’il a obterjatan rouge au premier tirage est :

2,3,2_[z

5 574 |10

Exercice 5 (Centres étrangers- Juin 2009

ROC - Indépendance - Loi binomig

le

1. Restitution organisée de connaissances :

Prérequis: On rappelle gue deux évenemeAtst B sont indépendants pour la probabifitéi et seulement si :
pP(ANB) = p(A) x p(B). SoientA et B deux évenements associé€s a une expérience aléatoire

a. Démontrer que(B) = p(BNA) +p(BNA)
b. Démontrer que, si les événemeAtst B sont indépendants pour la probabifitéalors les événementa et

B le sont également.

2. Application : Chague matin de classe, Stéphane peut étimegicte deux événements indépendants :
* R: «il n’entend pas son réveil sonner » ;
» S: « Son scooter, mal entretenu, tombe en panne ».

Il a observé que chaque jo
gu’au moins l'un des deux

ur de classe, la probabilife et égale 0,1 et que celle 8est égale a 0,05. Lorsque
évenements se produit, Stéphaea estard au lycée sinon il est a I'heure.

a. Calculer la probabilité qu’un jour de classe donné, Stépkatende son réveil sonner et que son scooter

tombe en panne.

b. Calculer la probabilité que Stéphane soit a 'heure au lyogewr de classe donné.

c. Au cours d’'une semaine, Stéphane se rend cinq fois au lycéad@et que le fait qu'’il entende son réveil
sonner un jour de classe donné n’influe pas sur le fait dahténde ou non les jours suivants. Quelle est la
probabilité que Stéphane entende le réveil au moins quasrad cours d’une semaine ? Arrondir le résultat
a la quatrieme décimale.

ROC - Indépendance - Loi binomig

le

1. a. SoitQ l'univers de I'expéreience aléatoire. Ofla= AU A

Donc :p(B) = p(BN Q)

=p(BNA)U(BNA))

Or les événemenB N A etB N A sont incompatibles dorB) = p(BN A) + p(BNA)
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b. On suppose qua etB son indépendants (on a dop@ N A) = p(B) x p(A))

p(BNA) =p(B) - PBNA) = p(B) - p(B) x p(A) = p(B)(1 - p(A)) = p(B) x p(A)

Donc les événementA et B sont indépendants.
a. Par indépendancep(ﬁ N s) = p(E) xp(S) = (L-p(R)) x p(S) = (1-0.1) x 0.05=
Par indépendancep(ﬁ N E) = p(E) x p(§> ~ (1-pR)(L-p(S)) = (1-0.1) x (1-0.05) =

. Onrépéte 5 fois la méme épreuve : se rendre au lycée
Ily a deux issues :
> le succes : Stéphane entend son réveil sonner de probabdité
> 'échec : Stéphane n’entend pas son réveil sonner de piitdabl
Les épreuves sont indépendantes. (On a un schéma de Bgrnoulli
La variable aléatoir&X qui compte le nombre de succés suit une loi binomiale de pgram= 5 et
p=0.9.

PX > 4) = p(X = 4)+p(X = 5) = (5) x0.9*x 0.1* + (2) x 0.99 x 0.1° ~ [0.9185

=

o

Exercice 6- Amérique du Sud, nov. 2010- 5 points

Un internaute souhaite faire un achat par l'intermédiairénternet. Quatre sites de vente, un francais, un allemamd,
canadien et un indien présentent le matériel qu’il souhadquérir. L’expérience a montré que la probabilité qu’il
utilise chacun de ces sites vérifie les conditions suiva(iés initiales des pays désignent les événements « l'achat
s’effectue dans le pays ») :

P(F) = P(A), P(F) = %P(C) et (C) = P(I).

1) Calculer les quatre probabilites(F), P(A), P(C) et K(I).
2) Sur chacun des quatre sites, I'internaute peut achetesupplément pour son matériel. Ses expériences précédente
conduisent a formuler ainsi les probabilités conditioneglde cet événement, noté S :
Pe(S) =0,2; PA(S) =0,5;Pc(S9 =0,1; Pi(S =0,4
a) Déterminer RSN A).

b) Montrer que RS) = %

c) L’internaute a finalement acheté un supplément. Déteema probabilité qu’il I'ait acheté sur le site canadien.
3) Sur1000internautes ayant acheté ce matériel, on a établi la sigtist suivante

Sites

. Site canadien Site indien
européens

Effectif

d'acheteurs 335 310 355

a) On note respectivement f, et f3 les fréquences associées aux effectifs précédents. On pose
k=3
2
2 _ fo— L)
d kZ=1:( k=3

Calculer & puis1000d?.

b) On simule3000fois I'expérience consistant a tirer un nombre au hasardpi(l ; 2 ; 3} avec équiprobabilité.
Pour chacune de ces simulations on obtient une valedr0®d?. Voici les résultats :

Minimum | Premier Premier Médiane Troisieme | Neuvieme | Maximum
décile quartile quartile décile
0,000 5 0,0763 0,2111 048845 0,9401 1,.5104 59256

Au risquel0 %, peut-on considérer que le choix d’un site européen, notecain ou asiatique se fait demaniére
équiprobable ?



